ホール係数、およびその温度依存性

1． 目的

  今回はAIDAの実験グループで使用されたMagnet(BENKEI)の磁場測定で得られたデータを解

析する。そこでまずはHall probeのcalibrationを目的とする。具体的にはHall plateと取り付け軸のangular misalignmentを求めてそれぞれのHall effect(normal , planar)２つのHall coefficientを求め、そしてそれぞれの温度依存性を求める。

Hall plateとは、Hall effectにより生じるHall voltageを測定するものである。まずはこのHall plateのデータをメインデータとして、それのホール係数の解析を進めていこうと思う。

2． 一般原理

最初にnormal Hall effectについて述べる。

　　上の図は、固定された固体金属棒の中を電荷担体が移動している状態である。この担体は正の電荷をもっているとしてあり、もし負の電荷を持つもの、例えば電子などと考えるのならば、運動の方向はこの逆として考えればいい。そしてその平均速度を
[image: image166.wmf]温度と電圧の相互関係
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とすれば、各担体はローレンツ力を受けて移動する。この担体は、最終的には棒の下端にたまる事になり、逆に言えば上端は逆の符号の電荷担体が溜まっている事になる。つまり、この棒の上端と下端には電位差が生じる事になる。これがいわゆるHall voltageであり、このように電位差が生じる現象をHall effectと呼ぶ。

この電位差の為に電場が生じ、またその電場により、結晶格子（正イオン）が力を受けるので、固体の金属の棒全体としても力を受けるのである。

効果の源がローレンツ力にある事からも分かるとおり、このHall effectに有効な磁場の向きは、電流の流れている面に垂直な成分のみである。

これに対してこのHall effectの二次の効果として現れてくるplanar Hall effectというものがある。この効果では、電流面に水平な磁場の成分が寄与する。

以上の事より、Hall plateに磁場がかかっている場合は

  ①normal Hall effect   ②planar Hall effect
の二つの効果による電位差が合成されて現れると言える。

そこでこの電圧をVとすれば、以下のような関係式が成り立つ。
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但し、  
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V

 : residual voltage   ,   R : Hall coefficient   ,   I : Hall current   

       P : planar Hall coefficient   ,   φ : IとB
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の為す角度

であり、また B
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, B
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はBのplateに垂直な成分(normal component)と水平な成分(tangential component)の事である。

３．ｒａｗ Dataについて

解析方法について述べる前に、解析したデータの形式等などにふれておく。

 今回のデータはascii（テキスト）形式でいただいた。その内容を詳しく書くと以下のようになる。

FS ; “ ”   ,   RS ; “\n”  ,  7×n(data数)

$1 ; Date  ,  $2 ; angle[degree]  ,  $3 ; Vx[mV]  ,  $4 ; Vy[mV]  ,  $5 ; Vz[mV]  ,  

$6 ; Hall current [100*mA]  ,  $7 ; temprature (mV)

分かりにくいかもしれないので、文字として書くとFS(Field Separator)はスペース、RS(Record separator)は改行文字であり、$n(n=1,2,…,7)は各列に対応していると言える。

さらにこれらのデータにはY*.datやZ*.datというどちらかの名前が付けられている。これらは名前の最初に付いているYとZの違いであるが、それはその向きに回転軸が向いている事を表している。つまり、回転軸が違うという事よりデータを解析した時に各効果(normal,planar)の強く見える方向というものも異なってくるのである。それには充分注意を払わないといけないだろう。それは今回の解析方法がループ計算を用いているからなのであるが、それはまた後で述べる事とする。

4． 軸とｐlateのangular misalignment

Hall plateの位置を変える為に、plateは軸に取り付けられている。それは理想的にはplate面に対して完全に水平、または垂直に取り付けられているはずである。そうでなければ、磁場の強さであるB
[image: image7.wmf]n

とB
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が混合した状態になってしまう為である。つまりこの場合、normal Hall effectとplanar Hall effectが同時に観測されるので、解析しにくくなるのである。

ところが実際にはこの取り付けには多少なりのずれと言うものが生じる。そのずれとは、軸に対して完全には水平、もしくは垂直にはならないと言う意味でのずれである。これが生じる理由としては、取り付け精度の問題や取り付け方の問題などさまざまであるが、とにかくこのようなずれは必ず生じてしまうのである。何故ならまったく完璧に垂直、もしくは水平になる事などありえないからである。さらに一般的な場合としてこのようにずれが生じる場合を考えておけば、取り付けのずれが無い場合までもがずれが０であるという極限で与えられるので、このような考察は必要である。

この取り付けられた時に生じるずれの事を”angular misalignment”と呼ぶ。これにより、Hall plateは２つの効果を同時に観測してしまう事になるのである。そこで、このangular misalignment(以下Δθ)を実際に求めてやる必要が当然出てくる。そうでないと、実際の値はどの程度なのか評価してやる事が出来ないのである。

そこで、それを求める方法として今回はHall plateを回転させると言う方法をとる。回転軸は取り付け軸となる。Plateを回転させるとその回転の角度によってB
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とB
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はそれらの大きさを持った各方向のベクトルの合成結果がBとなるように互いに相関をもって値を変動させる。その回転に対するHall voltageを観測することにより、Δθを求める。

それにはまず、回転軸に水平もしくは垂直に付けられているはずのplateに対する磁場の強さ（磁束密度）であるB
[image: image11.wmf]n

とB
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が原理的にどのように変化するのかを知らなければいけない。

よって、まずはB
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とB
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の大きさがどのようにして求められるのかを考える。

が、その前にこのangular misalignmentについて少し確認する。まず、angular misalignmentは軸とplateの傾きであるという事。そしてそれはx,y,z方向すべてに共通であるという事である。つまり、もしplate間も直角ではなく多少のずれを生じていると考えると、全ての方向のangular misalignmentを考えないといけない事になる。しかしこのずれはangular misalignmentに比べると小さいものであり、また回転する事でここではそこまでは考えずに全て互いの角度関係を変えずに回転する事を前提として考える。

★一様磁場中において軸まわりにplateを回転させた場合に対する考察

ｎはｚ軸とある一定の大きさの角度を為す。それをφとしてその大きさを保ったままｚ軸まわりを回転したとする。この時、この回転により(ｎ)
[image: image15.wmf]z

はまったく変化せず、

                           (ｎ)
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 = n cos φ k
である。ただし、n=| n |である。ここで、ｎのｘｙ平面への射影を考えてみる。この大きさは上のｎのｚ成分が回転に依存しなかった事からも分かるように、これもまた回転にはまったく依存しない値なのである。よって、(ｎ)
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は

(ｎ)
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 =  n cos (90°－φ) =n sin φ

である。さらにこれをx,y方向の各成分に分けると

                　    (n)
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=(ｎ)
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 cosθ　= n
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となる。ここで、nの大きさは任意で構わない。何故なら、重要なのはnの向きであり、その向きがplate面に垂直に向いているだけで充分であるからである。よって、今はこれを1とおくと

  　　　　　　   n = 
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φcosθｉ + 
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φsinθj +  cos φ k　 　 　　- ( 1 )
となる。

　次にtを導出したいのであるが、これには以下のような２つの条件式を使う。

          　　　　    　　　  　　αn + t = B                        - ( 2 )
                            n・t = 0                     - ( 3 )

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　               (但し、α∈R , n, t∈R
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) 
(2)はBをnとtで表すとした場合を考えれば、自然に要求される条件である。

(3)はnとtが直交している事より、満たされるべき条件である。

ここでtは、

　　　　　                    t =　
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t

i+
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t
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t

k                      - ( 4 )
で表す事にする。まずは、この条件の一つ一つを調べて行く。

最初に(2)より

　　　αn + t　= α(sinφcosθi + sinφsinθj+ cosφk) + (
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これより、

              αsinφcosθ+
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よって

  　　　　　　　　 t =　(B–αsinφcosθ)i+(–αsinφsinθ)j+(–αcosφ)k      - ( 5 )
また( 3 )より、

　　

　n・t　 = (B –sinφcosθ) sinφcosθ–αsinφsinθ・sinφsinθ–αcosφ・cosφ

 =B sinφcosθ–α sin
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　= B sinφcosθ – α　= 0

   　                  ∴   α =　B sinφcosθ                         - ( 6 )
よって、この( 5 ), ( 6 )の２式よりtを求める事ができ、
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–sinφcosθ)i–sinφsinθj–cosφk      - ( 7 )
となる事が分かる。よってこれらをまとめて書くと

               n = 
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と書ける。

ここで、この２式が条件式( 2 ),( 3 )式を満たす事を確かめる。

( 2 )；αn + t =B
αn + t =α(n +
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よって、このnとtは、( 2 ),( 3 )式を満たす事が示された。これより、

        B
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であり、この大きさは

　　　　　　　　　　　　　　　 　|B
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                      |B
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である。これを(2 . 1)式に代入する事により、Hall voltageのplateの回転角に対する依存性が分かるのである。つまり、
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　　　　　　- ( 9 )
が回転への依存性を表している式である。

さらにこのφ (angular misalignment)はnと軸(回転軸)との為す角度である。よって、このφをそのままの微小な値(φ≪1)として扱えば、plate面と取り付け軸は垂直に取り付けられている場合として考える事が出来る。またφ→90
[image: image84.wmf]゜

－φとして考えて、これが微小であると考えれば、plate面は取りつけ軸に対して水平だと考えられる。が、結局は位相を90
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ずらすだけなので、sineとcosineをずらすだけの違いしか生じない。言い換えれば、その二つの場合を三角関数同士の入れ換えだけで考えられるので、この考えは一般的な場合への考察であると言える。

５．データへのFitting
では、どのようにして様々なunknownな値、例えばHall coefficientなどを求めれば良いのだろうか？すでに上で、回転に対するHall voltageの一般的な式を求めた。つまり、Hall coefficientを求めたいplateがあり、それを用いてある特定の場所で軸まわりに回転させた時のHall voltageのデータがあれば、そのデータというものは理論的に求められている( 9 )式と同様の変化を示すはずである。つまり、適当なparameterを用いて( 9 )式を表してやり、それを元にしたfittingをかけてやる事により、欲しい値を導出する事が出来るはずであると思うのは自然な事であると言える。

① Fittingの式

確認の為にもう１度( 9 )式を書いておく。
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これについて一つの仮定をたてる。それは、φが十分微小であるという事である。よって２次以上の項は無視する事にする。この事を考慮してB
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を書きなおす。いま、B
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である。ここでこの第一項の注目してみる。まずはsin
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θ= f(φ)とおく。さらにこれをφ= 0点近傍で展開してみると（Maclaurin展開）、
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                                                        ( 但し、a = cos
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ここで最後に0としたのは最初に仮定したφが十分微小である、という理由からである。

つまりB
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                      = B cosφ

として扱っても良いと言う事である。

以上の事より( 9 )式は以下のように近似して書き換える事が出来る。
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これをfittingの元の式とする。

2 実際のfittingに対する考察

最初にかけたfittingについて。

まずは ( 9 )’式を元にしてfittingの式を考える。

まず、回転角は随時変化していくものと考えて変数と考える。それをxとおく。そしてxの関数として結果的に得られるもの - 今はHall voltageだが - それをyとする。つまりy = y(x)である。あとはfittingの際に様々な値を選び、もっとも適した値へと収束していく為に必要なparameterを決めなければいけない。

residual voltage 
[image: image127.wmf]0

V

(第３項)は、項の中にはこれしか存在せず、これを一つのparameterとしておいても問題は無い。

Normal Hall effectの項(第1項)について。この中には、

                 R：Hall coefficient  , φ：angular misalignment

という、２つの未知のものが含まれている。よってこれは別々に扱う事にする。つまり、第1項に対しては２つのparameterを与える。

Planar Hall effectの項(第2項)について、この中には第１項と同様に二つの未知のもの、

　　　　　　　　 　P：planar Hall coefficient  , φ：angular misalignment

が含まれている。しかし、このうちの一つ、”φ”は第１項と同様なものである。よって、これを同じparameterとして項同士に相関を持たせる。

また、自由度を増やした方がχ
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がよいし、関数が一つの方がまとまりが良いと思い、第１項の三角関数の初期位相を第２項のものとは別に与える。しかし、結局は90
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の位相差を差し引きする事で同様のものになると言えるので、これは決して間違ったものではない。

以上の事より、fittingの式は
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　　　　　　　　　( 6 . 1)
である。ここでそれぞれの値とparameterの間の関係は

　　　　　　　　　　　　　　a=RBI , c=sinφ , d=PB
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である。そしてbは後で述べるとおり定数である。

この( 6 . 1)式でfittingをかけると、たしかにχ
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は良いのだが、値が全く一意に決まらない。それは、同じものに対するfittingに対して決まらないのであるから、得られた値のどれを信用して良いのか分からない。よって、この( 6 . 1)式を少し見なおす事にする。

 ※ fittingをかけなおす
       Hall effectの理論式
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(但し、 θ：angular misalignment  、  φ：rotational angle)

まずは等号でつながれている間のところの説明、つまり、Hall effectについての一般的な考えについて述べる。

今回は、この式をもとにしたfittingの式として
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を採用する。ここでparameterを見やすいように書き換えてやると


[image: image137.wmf]d

f

bx

c

f

bx

a

y

+

+

+

+

=

))

(

2

sin(

*

)

cos(

*

      - ( 1 . 1 )’
ただしｘとは回転角なので、一回転する事で元の値に戻る。つまり、ｘ＋２ｎπはｘに等しいものと考えられる(n=0,1,2……)。よって、このｂだけはparameterではなく、定数としてあつかう。その大きさは   

 b=π/180=0.017……     

である。

以上の事をまとめてみると、( 1 . 1 )’式においてparameterとして扱われるのは

                      a   ,   c   ,  d   ,  f   

４個である。この中でfは全体の初期位相を与える。

そしてaはnormal Hall , cはplanar Hallの大きさの程度(振幅)を表している。ｄはbackgroundに存在するvoltageである。

★ ここまでやっていたfittingと修正後のfittingの相違点を挙げる。

(１)parameterの数を減らした
(２)normal effectとplanar effectの間の位相をそろえた
(３)parameterの初期値の選び方
(１)parameterの数

以前のfittingの式は
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である。この式におけるparameterの数は
a   ,   c   ,  d   ,  e  ,  f  ,  g

であり、全部で６個である。gとfについては(２)の位相に位相に関わる事なので。そこで述べる。

もう一つ、cと言うparameterに注目してみる。

このcとは式よりもわかるとおり、angular misalignment(以下ではΔθ)の事である。今回のfittingでは、このcは他のparameterに含ませた。その理由とはparameterの多さの為である。

例えば、cを陽にした式を使った場合には、各々の項には２つずつのparameterが含まれている事になる（但し、第３項は除く）。つまり、式としては、第１項、第２項の２つがあり、その中でより良いχ
[image: image139.wmf]2

になるようにparameterを変化させていくのである。もし、parameterが２つ以上あればparameter同士の相関なども出す事は出来ない。それは一意には決まらないのである。そして、初期値に一番近いχ
[image: image140.wmf]2

の極小値を取るところに収束してしまう。

それは初期値により依存する値であり、信用できる値かどうかは判断できない。よってparameterを２つまでに押さえる必要がある。

この事より、cは他のparameterに含ませてやり、parameterの数を減少させる事により、fittingから得られた値は、より信用の出来るものとなったと言える。

(２)位相(phase)

( 1 . 2 )式は理論より推測される式とは多少異なっている。それは第一項のcosineがsineになっている事である。これには二つの理由がある。

一つはχ
[image: image141.wmf]2

が向上する為である。しかしこれは、fと言うparameter増えるわけであるから当たり前である。parameterが増えればその分自由度が増えるわけだから、χ
[image: image142.wmf]2

が良くなるである。しかし、それは実際には正しいものかどうかと言う事は判断しかねる。

もう一つはDelta graphとの相性の為である。ここで言うDelta graphと言うのは、fittingで使っている表計算ソフトである。このソフトはsineの方がcosineよりも好まれる為である。理由は不明。

とにかく、位相は本来そろっているはずである(理論式より)。よって元に戻す事にする。これにより、fittingのparameterはさらに一つ減らす事が出来る。

(３)初期値(initial value)
fittingをかけると、各parameterはχ
[image: image143.wmf]2

が極小値を持つように変化していく。そしてその極小値を持つ点での値が結果として得られる。

ところがdataや式によっては極小を取る点が無数に存在する場合と言うものがある。とくにparameterが多いと、その傾向は強くなる。

上の(１)，(２)ではparameterを減らしたので、それによりいくらかは得られる値のばらつきは少なくなるはずであり、実際にそうである。が、それでもまだ無数の極小値を持つ場合がある。

このような時は、parameter の初期値に注意を払う事にする。

つまり、いくつかの初期値を与えたり、今あるデータから期待される各parameterの値を初期値として与えたりする事にした。結局は一番近くのχ
[image: image144.wmf]2

の極小値を持つ点に収束するわけだから、その値はかなり信用できるものであるとして良いと思われる。つまり、それは最小のχ
[image: image145.wmf]2

であると考えある事が可能になるのである。

Fittingのかけ直しについてのまとめ

(１)、(２)、(３)のような事に注意してfittingをかけた。ここで今更ではあるが、前回と今回とで一番違う点について述べておく。前回まではDelta graphと言うソフトでfittingをかけていたが、χ
[image: image146.wmf]2

の良さでPAW(Physics Analysis Workstation)に敗北した為に今回はPAWを使用した。結果に示されるとおり、今回はparameterの誤差も評価できる。それを見る限りではその誤差も十分小さい程度になっているので、このfittingは正当性のあるものである、と考えてもよいように思われる。

６． loop計算によるΔθの算出

上で求めた値a( ( 6 . 2 )’式)にはΔθが暗に含まれている。よってこれを算出する事により、すべてのHall係数、Rx , Ry , Rz ,を求める。

まず、各dataに対するfitting結果を見ると、Y*.datはｘ軸方向のaが、Z*.datはｚ方向のaが小さい値になっている。これは、この方向が磁場の向きと水平な向きになっている為に、メインの効果がplanar Hall effectになってしまうからである。

Δθは取り付けを直したりしない限りはデータに対して常に同じ割合でずれを生じさせる。つまり、これは実在するある量として扱えるのである。よってこのΔθを求める。

(方法)

前のところで述べたとおり、Z*.datはｚ軸方向が、Y*.datはｘ軸方向が磁場に水平な方向になっている。つまり、その方向ではHall effectが弱くしか現れず、メインの効果としてplanar Hall effectが相対的に、強く現れる。そしてそれはfittingより得られる値にも現れる。それを利用してΔθを求めるのだが、計算方法としては以下のような方法を取る。これにより、Δθ及び各Hall係数が求まるのである。

               ( X方向のdata)                 (ｙ方向のdata)

Y*.dat    Rxを既知としてΔθ
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を求める    →    Δθ
[image: image148.wmf]dat

Y

.

*

を入れてRzを求める
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Z*.dat    Δθ
[image: image149.wmf]dat
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を入れてRxを求める    ←   Rzを既知としてΔθ
[image: image150.wmf]dat

Z

.

*

を求める

∴ このようにして求めたΔθを代入して、Rj(j = x , y , z )を求める。

実際にはこの計算は手計算ではやらない。効率が悪いからである。よって簡易化の為にprogramをC言語で組み、それを利用する事にする。そのprogramはこれといっしょに添付しておく。

このループ計算をするにあたって、このループの終了条件というものを何にするのか、いくつかの試行を必要とする。何故なら、回数を決めてしまうとそれだけでは収束しない場合もあるだろうし、かといってむやみにループさせすぎるのも効率が悪いように思われるからである。よって、今回は求められる値の有効数字内で値がまったく変動しなくなったらループを終了させるという条件を課した。他の場合（例えばここではループ回数を決めたりする事がそれにあたる）に比べても計算時間、再現性などの点での効率は良くなった。ちなみに今回は
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程度の精度で求めた。

７．Hall係数の温度依存性

簡単の為、normal Hall effectの場合のみを考えてみる。その時、Hall電圧Vは
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   (但し、
[image: image154.wmf]H
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：ホール係数)
ここでHall plateの温度が上昇した場合を考える。一般の物質(導体)は、温度上昇に伴い、抵抗も上昇する。それは物質の構成原子の熱運動が激しくなり、自由電子がとおりにくくなる為である。よって、これにより、Hall effectによる電位差(Hall voltage)も生じにくくなる。これより、
[image: image155.wmf]H
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とVとは負符号で比例すると考える事が出来る。よって、この比例係数をαとおけば、
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と言う温度依存性をもつと予想される。

これを以下の方法で確認する。

(1st step) Δθ
[image: image158.wmf]dat

Y

.

*

、 Δθ
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を代入してRj(j = x , y , z )を求める。

(2nd step) Y?.datとZ?.datに分けて、それぞれtemp-Rx , temp-Ry , temp-Rzで分布させる。

(3rd step) 直線でfittingをかける(最小二乗法)

∴ これで温度依存性を調べる事が出来る
また、このΔθ
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を遣って、
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(planar Hall coefficient)と、定数項も求めてやり、
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に関しては同様な温度依存性を求めてやる。
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V

はparameterからすぐに分かるはずである。

☆温度を調べる

今回の測定では温度は電圧として測定されている。これらを再び我々が普段使っている温度の単位である℃に変換してやらなければいけない。

これをしてやる為に電圧と温度間の関係を知る必要がある。これについては田島先生から頂いた対応表があるので、それを参考にして変換した。詳しくは以下参照。

温度と電圧の相関を表す為の関係


温度（℃）    電圧(mV)

33.8       1.5637

34.4       1.5457

35.2       1.5279

36.1       1.4942

39.2       1.4225

41.0       1.3816
以上のデータをプロットしてやると直線的に配置される。よって、これに最小二乗法による直線フィットをかけてやる。それを温度と電圧の間の関係式として使ってやり、データにある温度をmV単位から℃に直してやる事にする。このプロットしたようすなどは結果として次項にまとめておく。

	[image: image1.wmf]v




８．まとめ

ホール係数、およびその温度依存性は以上のように求められた。その結果はすべて添付しておく。また、この解析の様子を記したログノート(p11～p)にもその解析の過程を記してあるので、そちらも一緒に参考にすればすべてやった事が分かる事と思う。

あとログノートにも書いてあるが、データの中にZ390?.datというデータがある。しかし今回、このデータを解析には使わない事にした。その理由としては今回の解析方法の中に組み込まれているループ計算がこのデータには適用できなかったせいである。それはこのデータにはY390?.datというデータが無かった為である。しかし一般的に、angular misalignmentは求める事が出来るので、それを代入する事により一応値は求める事が可能である。ところがもしそうやってホール係数を求めたとすると、その他のものはループ計算より導出されたものであるのに対してこれだけがその結果を用いてしまうというのは、あまり好ましくないように思われる。すべてに対して平等な解析を目指している以上それに反するものだと判断し、そのデータを使わない事に決めた。

ここで求めたホール係数、プレナーホール係数およびそれぞれの温度依存性はこの次にやる磁場の構築に用いる重要なものである。よってこの解析には十分すぎるほどの時間をかけ、解析をしたので間違いはないです。これは時間がかかった事のいいわけではありません。

解析方法の正当性を確認する意味も込めて、以前に他大学の方が解析したものを自分の解析方法で解析してみてその結果を求められているものと比較してみた。その結果はほとんど違いを生じてない為、この解析方法およびそれにより求められたものは十分信用に値するだろうという事が言える。
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